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Faz-se a formulas50 pelo método dos resíduos pesados de um elemento finito de nós 
coincidentes que permite modelar a transmissiio de calor através da interface de contacto entre 
dois meios distintos. A modelaqiio daquela interface obriga & utilizas50 de elementos finitos 
de espessura extremamente reduzida, os quais siio por vezes, responsáveis pela ocorr6ncia de 
instabilidades numéricas. Pretende-se com o elemento finito especial de nós coincidentes evitar 
o aparecimento de problemas de mau condicionamento numérico. 
Comparam-se os resultados obtidos com este elemento com os que se obt6m com o elemento 
quadrático de 8 nós e com os resultados de outros autores, em problemas de conduq5o de calor, 
mostrando-se as vantagens da sua aplicaqiio. 
WEIGHTED RESIDUAL FORMULATION OF A FINITE ELEMENT WITH COINCIDENT 
NODES TO MODEL THE HEAT TRANSFER AT THE CONTACT 
INTERFACE BETWEEN TWO DISTINCT MEDIUMS 
SUMMARY 
A weighted residual formulation of a finite element with coincident nodes has been done 
to model the heat transfer at the contact interface between two distinct mediums. The finite 
element modelling of that interface requires the use of very thin elements, which are responsible 
for some numerical instabilities. With the special finite element with coincident nodes we 
pretend to avoid the occurence of this numerical ill-conditioning. 
The results obtained with this special finite element, in heat conduction problems, are 
compared with those obtained with the height node quadric element and with the result from 
other authors and the advantage of its use is shown. 
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A transferencia de calor através da interface entre dois meios distintos em contacto 
surge, na práctica, em variadíssimas situacóes. Nomeadamente ela aparece na separacao 
entre o metal vazado e a moldacao, quando se pretende simular o arrefecimento de ferros 
fundidoS1,4~10,12 
Pode afirmar-se que esta interface desempenha um papel fundamental e que, em 
muitos casos, controla o processo de solidificaciio do metal vazado mais do que qualquer 
outro parametrol. 
O sucesso da simulacao do arrefecimento e solidificacao do ferro fundido vazado 
em moldacoes metálicas está ligado, em grande medida, á capacidade de modelar 
convenientemente a transferencia de calor na interface peca-moldacao, a qual depende, 
fundamentalmente, da pressao de contacto entre aquelas partes, da rugosidade das 
superfícies, da geometria, da temperatura e ainda da possível formaciio de camada de 
ar naquela interface. Fletcher13 faz uma revisa0 e caracterizacao dos progressos recentes 
no estudo da resistencia térmica de contacto. Nishida et a1.16, por seu turno, investiga 
o processo de formacao de camada de ar na interface peca-moldacao em sistemas de 
fundiciio. 
A necessidade de simular aquela interface levou ao desenvolvimento de elementos 
finitos especiais de nós coincidentes, evitando-se, assim, a utilizac5.o dos elementos 
finitos convencionais, com espessuras extremamente reduzidas, que podem levar ao 
aparecimento de problemas de mau condicionamento numérico. 
Transferencia de calor na interface 
Faz-se em seguida uma breve revisa0 dos conceitos básicos da transferencia de calor 
na interface entre dois meios em contacto. 
Considerem-se dois materiais A e B, em contacto como mostra a Figura la495J1. 
Admitindo-se que é unidimensional, o fluxo de calor entra pelo material A e sai do 
conjunto através de B. Em virtude do contacto entre os dois materiais nao ser perfeito, 
como mostra a Figura lb ,  existe uma queda da temperatura na interface, representada 
em esquema na Figura lc. 
A transmissiio de calor na interface pode processar-se por conduciio nas regioes 
onde há contacto perfeito e por conduciio e (ou) radiaciio nas regióes onde os dois 
meios nao se 
Matematicamente esta transferencia de calor pode ser representada de duas 
maneiras4: 
como convecpio equivalente 
e como conducao equivalente 
No primeiro caso admite-se que a interface é constituída por uma película fina de 
fluido, através do qual tem lugar a convecciio. O fluxo de calor q por unidade de área 
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onde hint é o coeficiente de transmissáo de calor efectivo através da camada imaginária 
de fluido na interface, englobando, implicitamente, os diversos modos de transmissáo 
de calor, nomeadamente a conducáo e/ou a radiacáo e T& e T; sáo, respectivamente, 
as temperaturas dos materiais A e B na interface, como mostra a Figura 1. 
Figura l. Interface térmica entre dois meios distintos em contacto 
No segundo caso pode imaginar-se que a interface é constituída por um sólido 
fictício de espessura L (Figura lb)  e conductividade kint. Assim, o fluxo de calor 
através da interface é dado por 
Das equacoes (1) e (2) podem tirar a seguinte relacáo 
Aplicando os conceitos acabados de expor, e conhecendo hint, pode discretizar- 
se a interface por elementos finitos de espessura L, muito reduzida e condutividade 
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térmica dada pela equaciio (3) .  Esta aproximacao pode ser usada directamente em 
qualquer código de elementos finitos existente, niio sendo necessário nenhum tratamento 
matemático adicional. No entanto a utilizaciio de elementos finitos de espessura 
reduzida, como aqueles que acabamos de sugerir, pode conduzir a instabilidades 
numéricas, como teremos oportunidade de verificar. 
Para evitar este inconveniente, desemvolveremos um elemento finito de nás 
coincidentes, um pouco A semelhanca do elemento de junta utilizado em problemas 
e s t r u t ~ r a i s ~ l " ~ ~ .  A formulaciio do elemento que se irá desenvolver baseia-se, como 
veremos, na equaciio (l), em que se admite que o fluxo de calor na interface é 
proporcional A diferenca de temperaturas entre os dois meios. 
A equaciio de conduciio de calor e suas condisoes de fronteira 
Considerem-se dois corpos, A e B, em contacto através da interface ri, como mostra 
a Figura 2. No domínio bidimensional R = !lA U RB, aí representado, deve ser satisfeita 
a conhecida equacao de conduciio de calor, que passamos a escrever, considerando, por 
simplicidade de escrita, os materiais como isotrópicos 
em que k é a condutividade térmica, Q o calor gerado internamente por unidade de 
volume e de tempo, p a massa específica, cP O calor específico, T a temperatura e t o 
tempo. 
Figura 2. Domínio de solucáo da equacáo de condu@.o de calor com as condic6es 
iriiciais e de fronteira 
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O campo de temperaturas que satisfaz a equacao ( 4 )  no domínio R, debe satisfazer 
as seguintes condisoes de fronteira 
T = T  
aT 
-k- = - 
dn 4 
aT 
-k- = hcr(T - T,) 
an 
dT 
-k- = hint (TA - TB)  
a n ~  
aT 
-k- = hint (TB - TA) 
a n ~  
onde os símbolos representam: T a temperatura prescrita na parte rT da fronteira, n o 
versor normal exterior A fronteira, ¿j o fluxo de calor prescrito na parte rq da fronteira, 
hcr o coeficiente de transmissao de calor por conveccao e (ou) por radiaciio na parte rh 
da fronteira, T, a temperatura ambiente, r; a interface pertencente ao corpo A, I': a 
interface pertencente ao corpo B, nA a normal exterior ao corpo A, ao longo da interface 
rt, nB a normal exterior ao corpo B, ao longo da interface r f ,  hint o coeficiente de 
transmissao de calor na interface e TA e TB, respectivamente, as temperaturas em I'f 
e r:. 
Aplicando ii equacao ( 4 )  e As suas condisoes de fronteira ( 5 )  o Método dos Resíduos 
Pesados, obtém-se a seguinte equasao de 
a a a aT . 
-k- + -k- + Q - pc - dR + Wl lí- +¿j  d r q +  ax ax ay  ay ") at / ' * - ( E  ) 
+ / ' . @ [ k ~ + h j n t ( T , )  I drF+ 
Integrando agora por partes o integral estendido a R em ( 6 ) ,  de acordo com o 
teorema de Green, vem 
+ W¿hint ( T A  - SR)dr4+ S,, 
Escolhendo as funq6es peso na fronteira, simétricas das adoptadas no domínio 
(Wl = -Wl), discretizando o espaco em elementos finitos e utilizando o método de 
Galerkin (Wl = N,), obtém-se o sistema de equaqoes diferenciais ordinárias 
onde 
e NA s50 fung6es de forma correspondentes a nós da fronteira do tipo rf,  NB fiincoes 
de forma correspondentes a nós da fronteira do tipo I':, E número total de elerneritos, 
H número de elementos com fronteira do tipo rh, I número de elementos com fronteiras 
do tipo I't ou I'F e Q número de elementos com fronteira do tipo rq.  
As equacoes semi-discretizadas (8), resultantes da discretizaciio apenas do espaco, 
representam matematicamente um sistema de equaqoes diferenciais ordinárias de 
primeira ordem cuja soluc2o passa pela sua integras20 relativamente ao tempo. 
Figura 3. Variaqao linear da temperatura ao longo do intervalo de tempo At 
Neste trabalho adoptamos uma discretizaciio do tempo através de diferencas finitas, 






a) O sistema de equacoes (8) é apenas satisfeito em "pontos" discretos t,+, de cada 
intervalo de tempo [t,, t,+i] em que se discretizou o tempo (Figura 3). 
b) Uma vez que o sistema envolve apenas derivadas de primeira ordem, considera-se 
que a temperatura varia linearmente ao longo do intervalo de tempo At (Figura 3), 
desde o instante t ,  ao instante 
A Figura 3 mostra um "elemento" de tempo típico, de comprimento At e 
temperaturas nodais T ,  e T,+i. 
As temperaturas T,+, no instante t,+, = t ,  + aAt podem ser dadas por 
t n  +a t n  + 1  TEMPO n  
(1  - a ) A t  




onde a é um parametro que define, dentro de cada intervalo de tempo, o instante em 
que as equacoes (8) devem ser satisfeitas. 
De acordo com a hipótese b) a derivada de temperatura em ordem ao tempo é 
constante dentro de cada intervalo de tempo e dada por 
T n + i  
* 
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Substituindo (11) e (12) na equacao (8) definida no instante tn+a, encontramos a 
seguinte fórmula de recorrencia 
l )  
1 
( ~ n + a  + -Cn+a Tn+a = ~ n + a  + -CniaTn 
~ a t  ~ n t  (13) 
onde as matrizes Kn+, e Cn+, e o vector Fn+, sao calculados no instante tn+,. 
Para problemas lineares aquela exigencia é dispensada, pois essas matrizes e o 
vector permanecem constantes ao longo do tempo. Para problemas nao-lineares, em 
que as propriedades do material e as condicóes de fronteira dependem da temperatura, a 
solucao de (8) requer a utilizacao de um procedimento iterativo (descrito seguidamente). 
Reescrevendo a fórmula de recorrencia (13) de outro modo teremos 
K ~ + T ~ +  = F O < a 5 1 n E [O, 1 ,2 , .  . . , N - 11 (11) 
onde 
1 
Kn+a = &+a + aaiCn+a (15) 
1 
Fn+a = Fn+a + =Cn+aTn (16) 
Resolvido o sistema de equacóes (14) para Tn+,, as temperaturas no final do 
intervalo de tempo, ou seja, no instante tn+,, sao dadas por 
1 
Tn+a = -Tn+, + 1 - - T n  
a ( 3 (17) 
sendo estas as temperaturas iniciais quando se avanca para o intervalo de tempo 
seguirite. 
Fazendo variar o parametro a, obtem-se vários esquemas de integracao rio 
t e r ~ i p o ~ ~ , ~ ~ .  Se a # 0, os esquemas sao designados de implícitos, correspondendo os mais 
usuais a a = 112 (Crank-Nicolson), a = 213 (Galerkin) e a = 1 (Euler-Backward). 
Segundo Hughes30, o algoritmo que acabamos de apresentar nas equaqóes (14) a 
(17) tem os mesmos critérios de estabilidade, quer se trate de problemas lineares ou de 
problemas nao-lineares, sendo incondicionalmente estáveis quando a 2 112. 
O PROCESSO ITERATIVO EM PROBLEMAS NAO-LINEARES 
Em problemas nao-lineares, em que as propriedades térmicas do material dependem 
da temperatura, o sistema de equacóes (8) pode ser escrito na seguinte forma 
K(T ,  t )T(t)  + C ( T ,  t ) ~ ( t )  = F(T, t) (18) 
Nao há um método geral para resolver este sistema nao linear de equacoes 
diferenciais, no entanto existem várias técnicas numéricas essencialmente baseadas 
numa integracáo linear no tempo e utilizando processos i t e r a t i v o ~ ~ ~ , ~ ~ .  Na referencia6 
foram implementadas e comparadas algumas dessas técnicas. 
No presente trabalho implementou-se o algoritmo proposto na refencia3' e mais 
tarde utilizado nas  referencia^^,^^. Assim, aplicando a (18) o mesmo processo de 
integracáo no tempo descrito na secqáo precedente, obtém-se novamente 
Kn+,Tn+, = Fn+,, O < 1 n E [O, 1 ,2 , .  . . , N  - 11 (19) 
mas agora as matrizes K e C e o vector F, necessários a construcáo de K,+, e de E',+, 
dados pelas equaqoes (15) e (16), podem variar ao longo do intervalo de tempo At em 
funcáo da temperatura e do tempo, pelo que devem ser calculados no instante tn+,. 
Assim 
Devido a esta náo linearidade, a equacáo (18) náo é, em geral, satisfeita, pelo que 
é necessário implementar um processo iterativo com vista a obtencáo da convergencia. 
Neste trabalho adoptou-se um procedimento baseado no método de Newton-Raphson 
modificado31, que em seguida se descreve sucintamente. 
Nao sendo satisfeita a equacáo (18), durante o passo i do processo iterativo existirá 
um sistema de forcas residuais da forma 
Q;+, = E';+, - K;+,T;;~, # o (21) 
A solucáo corrigida Ti;: em cada iteracáo, pode ser calculada por 
A .  
em que a matriz Kk+, em (22) corresponde a matriz jacobiana do método de Newton- 
Raphson original, mas em que se retiraram os termos nao simétricos com o objectivo 
de preservar a simetria3'. 
O processo iterativo continua, resolvendo-se o sistema (22) para ATn+,, em cada 
,. . 
novo passo do processo iterativo, até que a solucáo convirja, sendo a matriz Kn+, em 
(22) actualizada em cada iteracáo. É, no entanto, possível implementar variantes do 
método de Newton-Raphson em que aquela matriz é apenas actualizada em iteracoes 
predefinidas, numa tentativa de reduzir os tempos de computacáo ou, eventualmente, 
de melhorar a solucáo ~ b t i d a ~ > ~ l .  
Quanto ao critério de convergencia adoptado, ele consiste em 
onde TOL é a tolerancia exigida, 1 1  1 1  a norma euclidiana, ATn+, a alteracáo ao campo 
de temperaturas na iteracáo i e Ti?, a temperatura actual. 
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O ELEMENTO DE INTERFACE DE NÓS COINCIDENTES 
A presenca dos integrais estendidos a l?! e a l?: na expressiio (9a) faz com que 
a matriz Ke correspondente a elementos adjacentes A interface, niio seja simétrica, 
deixarido mesmo de ser quadrada, como teremos oportunidade de verificar. 
Consideremos, para exemplificar, o domínio representado na Figura 4, discretizado 
por doia elementos planos de quatro nós, existindo entre eles uma interface de 
contacto I',. 
Vejarnos qual a contribuiciio do primeiro elemento, correspondente A interface, ou 
seja, correspondente apenas ao integral estendido a I';, já que o integral estendido a 
I'F é nulo para este elemento. 
Figura 4. Domínio discretizado por dois elementos. n'umera$io dos nós e dos 
elementos 
Dado que podemos aproximar as temperaturas na interface por 
representando N3, N4, N5 e N6 fun~Oes de forma globais, a matriz correspondente ao 
integral 
vem 
. . .  ' L . . .  N4N3 N4N4 -N4N5 - N ~ N ~ J  
a qual introduz nao simetria na matriz Ke do elemento, como se pode constatar. No 
entanto a matriz global do sistema resulta simétrica, como facilmente se pode verificar 
pela expressiio (29), a qual resultou de somar a (28) a contribuiciio do segundo elemento 
relativa A interface. 
Este facto sugere a utilizaciio de um novo elemento cuja matriz é simétrica e igual 
A contribuiciio dada pelos dois elementos adjacentes interface. Este elemento é um 
elemento de nós coincidentes e, relativamente ao domínio correspondente A Figura 4, 
estaria localizado como mostra a Figura 5. 
Figura 5 .  Discretizacao do domínio, mostrando-se o elemento de interface de nós 
coincidentes 
A nova discretizaciio adoptada para esse domínio possui agora tres elementos 
finitos, sendo dois elementos planos de quatro nós e um elemento de interface. 
Este elemento contribui apenas para a matriz K, sendo essa contribuciio dada por 
devendo o sinal positivo ser utilizado se 1 e m correspondem a nós pertencentes ao 
mesmo lado do elemento e o sinal negativo no caso contrário. 
As funcoes de forma unidimensionais, usadas na expressáo (3), estiio tabeladas na 
Figura 6, onde se encontram representados o elemento linear de 4 nós e o elemento 
quadrático de 6 nós, destinando-se o primeiro a ser usado em conjunto com elementos 
planos de 4 nós e o segundo a ser utilizado com elementos planos de 8 ou 9 nós. 
De acordo com a equaciio (30) e a numeraciio dos nós adoptada na Figura 6, e 
novamente exemplificando para o elemento linear de 4 nós, temos 
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Estes elementos de interface de nós coincidentes, como já referimos, nao contribuem 
para a matriz Ce e o vector Fe, ou seja C+ O e F? = 0. 
INTERFACE 
ELEMENTO DE INTERFACE DE 4 N ~ S  
4 3 
-
N i = ( I  +&)I2 -5 
I 
1 ELEMENTO DE INTERFACE DE 6 NOS I 
(i 5 4 
N i  = 5{(1+5$)/2 - Nós dos cxvcrnos 
-6 
2 1 2 3  N.=1-5 - N6sdumcio 
1 
Figura 6. F'uncoes de forma para os elementos de interface de 4 e 6 nós 
Refira-se ainda que os integrais de linha estendidos a I'f e a I ' f ,  devem desaparecer 
da equacáo (9a), quando se utiliza o elemento de nós coincidentes para simular a 
interface, serido neste caso, a expressiio da matriz conductividade global dada por 
E 
aNl aNm aNl aNm H 1 
= c S,. ( -k- + -k-) doe + J hcrNiNmdrg +E K;:' 
e=l ax 8% ay a y  e=l rh e=l 
15 1,m < n 
onde K:$ é dado pela equaciio (30). 
Nesta secciio ser50 apresentados tres exemplos numéricos. O primeiro destina-se 
a por em evidencia os benefícios da utilizaciio dos elementos de interface, acabados de 
desenvolver, em relacáo ao elemento isoparamétrico de 8 nós, de espessura reduzida. 
Os restantes exemplos destinam-se a testar a eficiencia do programa computacional 
implementado, comparando os resultados obtidos com os resultados de Chandra4. 
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Exemplo 1: Cilindro longo composto por dois materiais 
Este exemplo trata o arrefecimento de um cilindro longo constituído por dois 
materiais, cujas propriedades térmicas estiio tabeladas na Tabela 1. 
Conductividade (mat . A) 
Capacidade calorífica (mat . A) 
Temperatura inicial (mat. A) 
Conductividade (mat . B) 
Capacidade calorífica (mat . B) 
Temperatura inicial (mat. B) 
Coef. de transm. na interface 
Coef. de transm. por convecciio 
Temperatura ambiente 
Tabela 1. Propriedades térmicas para o exemplo 1 
Foi utilizado o esquema de Galerlcin (a  = 2/3), um intervalo de tempo At = 1 , O  s 
e fez-se uma análize bidimensional, considerando-se apenas um quarto da secciio do 
cilindro. As características geométricas e as condicoes de fronteira, estiio representadas 
na Figura 7, onde se pode ver também a discretizaqiio adoptada para o domínio, tendo 
sido utilizados elementos finitos isoparamétricos de 8 nós. 
Figura 7. Características geométricas, condicoes de fronteira e malha de elementos 
finitos adoptada 
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Qiianto A intcrface, ela foi discretizada de duas marieiras distintas (Figura 8): 
a) Através de elementos finitos isoparamétricos de 8 nós (Figura 8), de espessiira 
rediizida, 1, = 0,0005 m e conductividade térmica dada pt:la eyuacao (3) 
e ainda corri capacidade calorífica pc, nula. 
b) AtravGs de elementos de interface de nós coincidentes (Figiira 8). 
Discretizaqao da Interface 
. - - 
Por dois elementos de 8 de nós coincidentes 
- -
Figura, 8. Discretizacfio adoptada para a interface 
Figiira S. I+:voliic5o da temperatura ao longo do tempo, para os pontos a,  b e c: 
a) resiiltados obtidos com elemeritos de 8 riós na interface, 
1 ) )  resultados obtidos corri elementos de nós coincidentes na iritcrftice 
Na Figura 9a e b é possível comparar a evoluqiio da temperatura ao longo do tempo, 
obtida com o elemento de 8 nós e o elemento de interface de nós coincidentes. Como se 
pode verificar a utilizaqiio destes últimos evita o aparecimento de oscilaqoes numéricas. 
A Figura 10 mostra o perfil de temperaturas ao fim de 10 segundos, ao longo de uma 
direcqiio radial, pondo em evidencia a queda de temperaturas que ocorre na interface 
de contacto entre os dois materiais. 
Figura 10. Perfil radial de temperaturas ao fim de 10 segundos, obtido com elementos 
de nós coincidentes 
Exemplo 2: Placa semi-infinita composta por dois materiais 
Este exemplo foi estudado na referencia4 e trata o arrefecimento e a solidificaciio de 
uma placa infinitamente longa de uma liga metálica vazada numa moldaqiio ceraniica, 
utilizada pela General Electric Co. As características térmicas e geométricas da placa 
estiio representadas na Figura 11 e as propriedades térmicas dos dois materiais ern 
funqao da temperatura estiio descritas nas Tabelas 11 e 111. 
Em virtude de se pretender fazer uma comparaqáo dos nossos resultados corn os 
resultados apresentados na referencia4, foi utilizado o mesmo sistema de unidades usado 
naquela referencia, nao sendo, portanto, utilizado aqui o SIU (Sistema Internacional de 
Unidades), como se fez no exemplo anterior. 
As temperaturas liquidus e solidus da liga metálica siio, respectivamente, de 2900 
e de 2556 "R. Admitiu-se que o calor se transmite para o exterior por radiaqgo, valendo 
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MoldaGo Vazado 
\ 1 Ceramica 
Figura 11. Placa semi-infinita. Domínio de solucáo e condicoes de fronteira 
a constante de Stefan-Boltzmann, a = 3,3063 x 10-l5 Btu/sec in2 " R ~  e a emissividade 
E = 0,9. A temperatura inicial da liga metálica foi considerada em alguns testes igual 
a 2900 "R, e noutros a 3249 "R, sendo a temperatura da moldaq50, em todos os testes, 
igual a 2489 "R e a temperatura ambiente T, = 540 "R. 
Tabla 11. Propriedades térmicas da liga metálica 
Tabla 111. Propriedades térmicas da moldacZo ceramica 
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Para discretizaciio do domínio considerou-se uma faixa de 10 elementos finitos 
isoparamétricos de 8 nós de igual dimensiio e na interface considerou-se um elemento de 
nós coincidentes quadrático de 6 nós. Utilizou-se o esquema Cranlc-Nzcholson (a = 112) 
e um intervalo de tempo At = 0 , l  segundos. O coeficiente de transmissiio de calor na 
interface hint foi considerado igual a 3,4 x Btu/sec in2 O R 4  em algumas situacaoes 
e metade daquele valor noutras. 
Para a modelaciio da mudanca de fase utilizou-se o mesmo método que na ref6ncia4, 
ou seja, a libertaciio de calor latente que acompanha a solidificaciio é tida em conta na 
definiciio da capacidade calorífica, o que é melhor realcado se representarmos em gráfico 
os valores da capacidade calorífica dados na Tabela 11, como mostra a Figura 12. 
Figura 12. Representaciio gráfica da capacidade calorífica da liga metálica vazada, 
de acordo com os valores da Tabela 11 
Na Tabela IV comparam-se os tempos necessários para o ponto A no eixo da 
placa solidificar, com os valores apresentados na referencia4, para vários valores da 
temperatura inicial da liga metálica e do coeficiente de transmissiio na interface. Como 
se pode verificar, os resultados por nós obtidos siio muito semelhantes aos daquela 
referencia. 
Temperatura Valores Ref14 
inicial 1 obtidor 1 1 
Tabla IV. Tempos necessários a solidificaciio do ponto A 
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A Figura 13 mostra a evolu@o das temperaturas ao longo do tempo, corresporidente 
a urna temperatura de vazamento, ou seja, uma temperatura inicial da liga 
metálica de 2900 "R e um coeficiente de transmissao de calor na interface hint = 
3,4 x Btu/secin2 "R. Como se pode verificar, obtiveram-se resultados muito 
semelhantes aos da referencia4. 
Ka Figura 14 pode analisar-se o efeito de uma reducao para metade do coeficiente 
de transmissiio de calor na interface. 
Figura 13. Evoluciío da temperatura Figura 14. Evoluc$io da temperatura 
para uma temperatura de va- para uma temperatura de 
zamento, TO = 2900 "R e vazamento To = 2900 "R. 
hint = - valores obtidos com hint = 
3,4 x Btu/sec in2"R 3,4 E - 4 Btu/sec in2 "R, 
- valores obtidos, (o) - ref.4 - - valores obtidos com hint = 
1,7 E - 4 Btu/sec in"R 
A Figura 15 mostra as temperaturas obtidas ao film de 30 segundos, considerando- 
se urn coeficiente de transmissao de calor na interface hint = 3,4 x 10V4 Btu/sec in2 "R. 
Nessa Figura pode ainda verificctr-se o efeito da temperatura de vazamento da liga 
met Alica. 
Na Figura 16 comparam-se os resultados obtidos para a evoluciio das temperaturas, 
con1 os resultados da referencia4. Considerou-se uma temperatura de vazamento da liga 
metálica de To = 324g0R, superior, portanto, & temperatura de liquidus (2900 OR) e 
um coeficierite de transmissao de calor na interface hint = 3,4 x 10W4 Btu/sec in"~. 
Figura 15. Perfis de temperaturas obtidas ao film de 30 segundos 
com hint = 3 ,4  x 10W4 Btu/secin2 "R: 
a) temperatura de vazamento da liga metálica To = 2900 "R, 
b) temperatura de vazamento da liga metálica To = 3249 "R 
Figura 16. Evolucao da temperatura para uma temperatura de vazamento 
To = 3249 "R e hint = 3 ,4  x 10v4 Btu/sec in2 "R: 
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Exemplo 3: Cilindro longo composto por dois materiais. 
Análise axissimétrica 
Este exemplo trata o arrefecimento e a solidificaciio de uma liga metálica de 114 
in de diametro, vazada numa moldaciio ceramica cilíndrica de 3/16 in de espessura4, 
como mostra a Figura 17. 
As propriedades térmicas da liga vazada e da moldaciio ceramica siio as mesmas 
do exemplo anterior. O domínio foi novamente discretizado por 10 elementos finitos 
isoparamétricos de 8 nós, todos de igual dimensiio e utilizou-se o elemento de interface 
de 6 nós para modelar a interface. 
Foi novamente utilizado o esquema Crank-Nzcholson (a  = 112) e At = 0,1 segundos 
e a transmissiio de calor para o exterior continua a ser por radiaciio, nas mesmas 
condicoes do exemplo precedente. 
A temperatura de vazamento considerada foi de To = 3249 "R, sendo a temperatura 
inicial da moldaciio a mesma do exemplo anterior, ou seja, 2489 "R. 
O coeficiente de transmissiio de calor na interface considerado foi de hint = 
3,4 x Btu/sec in2 "R. 
Metal 
Figura 17. Cilindro longo. Domínio de solucáo e condicoes de fronteira 
Este exemplo, com excepciio da geometria axissimétrica, é semelhante ao teste C 
de exemplo anterior. Comparando as Figuras 18 e 16, verifca-se que o cilindro arrefece 
muito mais rapidamente que a placa (41,3 segundos contra 122,l segundos, para o 
tempo necessário solidificaciio do ponto A). 
A Figura 19 mostra as temperaturas obtidas ao film de 30 segundos e compara-as 
com as obtidas na referencia4, verificando-se uma boa concordancia dos resultados. 
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Figura 18. Evoluqiio da temperatura: - valores obtidos, (o) - ref.4 
Ponto Valores obtidos Ref.4 
("R) ("R) 
A 2757,295 2758,O 
B 2741,566 2743,O 
C 2747,245 2447,O 
D 2098,565 2099,O 
Figura 19. Temperaturas obtidas ao film de 30 segundos. Exemplo 3 
Fez-se a formulaciio de um elemento finito de nós coincidentes que permite modelar 
a interface de contacto entre dois meios distintos, evitando, como se mostrou, o 
aparecimento de instabilidades numéricas que podem ocorrer quando se utilizam 
elementos isoparametricos de 8 nós de espessura reduzida. 
Testou-se ainda, com sucesso, o programa implementado, em dois exemplos 
relativos A simulacáo do arrefecimento e solidifica~iio de urna liga metálica vazada numa 
moldaciio ceramica. 
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